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ランダム解析関数の零点分布はこれまでに多くの研究がある（例えば [3]を参照）．Kac [1]は実
係数ランダム多項式

∑n
k=0 akx

k ({ak}nk=0 は i.i.d.な実標準正規分布をもつ確率変数列) の実零点
過程の 1点相関関数や，実零点の個数の期待値の，n → ∞における漸近挙動に関する結果を得た．
また Peres-Virág [2]は，複素係数ランダム級数

∑∞
k=0 ζkz

k ({ζk}∞k=0 は i.i.d.な複素標準正規分布
をもつ確率変数列) の零点が，Bergman 核に付随する複素単位円板上の行列式点過程を定めるこ
とを示した．
ここでは上の 2つの場合に関連して，実確率変数を係数とするランダム級数

f(t) =
∞∑
k=0

akt
k

({ak}∞k=0 は i.i.d.な実標準正規分布をもつ確率変数列)を扱う．簡単な Borel-Cantelliの議論によ
り，a.s.で f(t)の収束半径は 1となる．また開区間 I = (−1,+1)において，{f(t)}t∈I は共分散
E[f(s)f(t)] = 1

1−st をもつガウス過程となる．f の係数は実数なので，複素関数としては実零点を
持つ．このため C上の零点過程としての相関測度は C上のルベーグ測度に関して特異な成分をも
つ．このことが [2]などに比べて問題の扱いを難しくしている．そこで，ここでは実零点に制限し
て考える．
次の定理 1は，f の実零点過程がパフィアン点過程となることを述べている．パフィアンの定義
を思い出そう．2n× 2nの交代行列 B = (bij)1≤i,j≤2n に対して，B のパフィアン Pf B は

Pf B =
∑
σ

ϵ(σ)bσ(1)σ(2)bσ(3)σ(4) · · · bσ(2n−1)σ(2n)

で定まる．ここで σは σ(2i− 1) < σ(2i) (i = 1, 2, . . . , n)かつ σ(1) < σ(3) < · · · < σ(2n− 1)を
満たすような 1, 2, . . . , 2nの置換全体を走り，ϵ(σ)は置換 σ の符号である．

定理 1. f の実零点過程のルベーグ測度に関する n 点相関関数 ρn(t1, . . . , tn) は，次のようにパ
フィアンで与えられる．t1, t2, . . . , tn ∈ I に対し，

ρn(t1, . . . , tn) = π−n Pf(K(ti, tj))1≤i,j≤n.

ここで各 K(s, t) (s, t ∈ I) は 2 × 2 の行列で，Pf(K(ti, tj))1≤i,j≤n は 2n × 2n 交代行列
(K(ti, tj))1≤i,j≤n のパフィアンである．また，K(s, t)は以下で与えられる．

K(s, t) =

(
K11(s, t) K12(s, t)
K21(s, t) K22(s, t)

)
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かつ

K11(s, t) =
s− t√

(1− s2)(1− t2)(1− st)2
, K12(s, t) =

√
1− t2

1− s2
1

1− st
,

K21(s, t) =−
√

1− s2

1− t2
1

1− st
, K22(s, t) = sgn(t− s) arcsin

√
(1−s2)(1−t2)

1−st .

ただし，sgn tは t > 0で sgn t = +1，t < 0で sgn t = −1，t = 0で sgn 0 = 0と定める．

ここで K(s, t)は，関係式 Kab(s, t) = −Kba(t, s)，

K(s, t) =

(
∂2

∂s∂tK11(s, t)
∂
∂sK22(s, t)

∂
∂tK22(s, t) K22(s, t)

)
を満たす．
定理 1の証明は，次の絶対値のモーメント E[|f(t1)f(t2) · · · f(tn)|] を求める問題に帰着される．

定理 2. t1, t2, . . . , tn ∈ I が互いに異なるとき，

E[|f(t1)f(t2) · · · f(tn)|] =
(
2

π

)n/2

(detΣ)−
1
2 Pf(K(ti, tj))1≤i,j≤n

が成り立つ．ここで，Σ =
(

1
1−titj

)
1≤i,j≤n

とおいた．

また，次のように f(t)の符号の偶数次モーメント E[sgn f(t1) · · · sgn f(t2n)]もパフィアンで書
ける．なお，nが奇数の場合，E[sgn f(t1) · · · sgn f(tn)] は恒等的に零である．

定理 3. t1, t2, . . . , t2n ∈ I が互いに異なるとき，

E[sgn f(t1) sgn f(t2) · · · sgn f(t2n)] =
(
2

π

)n ∏
1≤i<j≤2n

sgn(tj − ti) · Pf(K22(ti, tj))1≤i,j≤2n

が成り立つ．
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