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1 はじめに

皆さんご存知の二項関係ですが，特に頻繁に出てくるのは同値関係や順序

関係ではないでしょうか？私も学生時代そうでしたが，中学高校時代より慣

れ親しんでいる関数にくらべて，二項関係にはなかなか馴染めないという人

もいるのではないかと思います．例えば，同値類や，上限，下限といった非

常に基本的な概念について，同値関係や順序関係の性質を使っていろいろな

ことが証明されていますが，なかなか思うように理解することができないと

いうことがありませんか？この講義では，二項関係の基本的な性質をいくつ

か選んで紹介します．皆さんが二項関係に親しみを持つためのきっかけにこ

の講義がなれば良いなと思います．

2 基本的な定義と性質

まず，二項関係を定義することからはじめる．

定義 2.1 集合Aから集合Bへの（二項）関係 αとは，直積集合A×Bの部

分集合であって，α : A ⇁ B で表される．

従って，集合 Aから集合 B への関係の全体からなる集合Rel(A,B)は直積
集合 A×B のべき集合 ℘(A×B)に等しい．

集合 Aから集合 B への空関係 ∅を 0AB，全関係 A×B を∇AB で表すこ

とにする．関係 α, β : A ⇁ Bに対して，αと βの包含関係を通常の集合とし

ての包含関係，すなわち，

α ⊆ β
def⇐⇒ ∀(a, b) ∈ A×B.((a, b) ∈ α ⇒ (a, b) ∈ β)

で定義する．この包含関係に関して，空関係 0AB と全関係∇AB はそれぞれ

Rel(A,B) の最小関係と最大関係である．
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集合 A上の恒等関係 idA : A ⇁ Aとは，直積集合 A × Aの対角集合であ

る．すなわち，

idA
def= {(a, a) ∈ A×A | a ∈ A}

1点集合 {∗}を固定し，これを 1で表す．1については id1 = ∇11 が成り

立つ．

定義 2.2 関係 α : A ⇁ B と β : B ⇁ C に対して，α と β の合成関係

αβ : A ⇁ C を

αβ
def= {(a, c) ∈ A× C | ∃b ∈ B.((a, b) ∈ α かつ (b, c) ∈ β)}

と定義する．

上のように合成を定義すると，次が成り立つ．

命題 2.3 関係 α, α′ : A ⇁ B，β, β′ : B ⇁ C，γ : C ⇁ Dに対して

1. (αβ)γ = α(βγ)，

2. idAα = α = αidB，

3. 0XAα = 0XB，α0BY = 0AY，

4. α ⊆ α′ かつ β ⊆ β′ ならば αβ ⊆ α′β′，

5. B 6= ∅ならば∇AB∇BC = ∇AC．

定義 2.4 集合 Aから集合 B への関係の族 {αλ : A ⇁ B | λ ∈ Λ}に対して，
その和関係 ∪λ∈Λαλと共通関係 ∩λ∈Λαλ をそれぞれ集合としての和集合と共

通集合として

∪λ∈Λαλ
def= {(a, b) ∈ A×B | ∃λ ∈ Λ.((a, b) ∈ αλ)}

∩λ∈Λαλ
def= {(a, b) ∈ A×B | ∀λ ∈ Λ.((a, b) ∈ αλ)}

と定義する．

和関係，共通関係の定義より，以下が成り立つ．

命題 2.5 関係 α, βλ : A ⇁ B（λ ∈ Λ）に対して，

1. α ∩ (∪λ∈Λβλ) = ∪λ∈Λ(α ∩ βλ)，

2. α ∪ (∩λ∈Λβλ) = ∩λ∈Λ(α ∪ βλ)．

合成関係，和関係，共通関係の定義より，以下が成り立つ．

命題 2.6 関係 α : A ⇁ B，βλ : B ⇁ C（λ ∈ Λ），γ : C ⇁ Dに対して，
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1. α(∪λ∈Λβλ) = ∪λ∈Λ(αβλ)，(∪λ∈Λβλ)γ = ∪λ∈Λ(βλγ)，

2. α(∩λ∈Λβλ) ⊆ ∩λ∈Λ(αβλ)，(∩λ∈Λβλ)γ ⊆ ∩λ∈Λ(βλγ)．

命題 2.6をよく見ると，１では等号が成り立が成り立つが，２では包含関係に
あることしか言っていない．２で等号が成り立たない例を与えることにする．

例 2.7 Λ = {1, 2}，A = {a, b}とするとき，α, β1, β2 : A ⇁ Aをそれぞれ

α = {(a, a), (a, b)}, β1 = {(a, a)}, β2 = {(b, a)}

とすると，

β1 ∩ β2 = 0AA

であり，

αβ1 = {(a, a)} = αβ2

であるので，

α(∩λ∈Λβλ) = α(β1 ∩ β2) = α0AA = 0AA = ∅
( {(a, a)} = αβ1 ∩ αβ2 = ∩λ∈Λ(αβλ) .

定義 2.8 関係 α : A ⇁ B に対して，逆関係 α] : B ⇁ Aは

α] def= {(b, a) ∈ B ×A | (a, b) ∈ α}

で定義される．

命題 2.9 関係 α, α′, αλ : A ⇁ B（λ ∈ Λ），β : B ⇁ C に対して，

1. α]] = α，

2. (αβ)] = β]α]，

3. α ⊆ α′ ならば α] ⊆ α′]，

4. (∪λ∈Λαλ)] = ∪λ∈Λα]
λ，

5. (∩λ∈Λαλ)] = ∩λ∈Λα]
λ，

6. 0]
AB = 0BA，∇]

AB = ∇BA，id]
A = idA．

が成り立つ．

次に，デデキントの公式と呼ばれる公式を紹介する．

命題 2.10 関係 α : A ⇁ B，β : B ⇁ C，γ : A ⇁ C に対して

1. αβ ∩ γ ⊆ α(β ∩ α]γ)，

2. αβ ∩ γ ⊆ (α ∩ βγ])γ．
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3 写像

写像の定義を思い出してみよう．

定義 3.1 関係 α : A ⇁ B は次の性質を持つとき Aから B への写像と呼ば

れ，α : A → B で表される．

Aの任意の元 aに対して，{b ∈ B | (a, b) ∈ α}は B の唯一つの

元からなる集合である．

集合Aから集合Bへの写像全体のなす集合をMap(A,B)と書く．定義より
明らかに∇A1 は写像であり，Map(A, 1) = {∇A1}である．

写像の満たすべき性質は，次の二つの性質に分解できる．

一価性 (a, b) ∈ αかつ (a, b′) ∈ αならば b = b′

全域性 ∀a ∈ A.∃b ∈ B.(a, b) ∈ α

一価性と全域性は，合成関係，逆関係，関係の間の包含関係を用いると，集

合の元を用いることなく表現することができる．

一価性 α]α ⊆ idB

全域性 idA ⊆ αα]

式で表した一価性と全域性を用いると，次の性質を式変形によって証明できる．

命題 3.2 写像 f, h : A → B，g : B → C に対して次が成り立つ．

1. 写像 f と gの合成 fgは写像である．

2. 写像 f と hの間に包含関係があれば，f と hは等しい．

証明 １．fgが一価性と全域性を満たすことを示す．

一価性 (fg)](fg) = g]f ]fg ⊆ g]idBg = g]g ⊆ idC .

全域性 idA ⊆ ff ] = f idBf ] ⊆ fgg]f ] = (fg)(fg)] .

２．f ⊆ hならば，f ] ⊆ h] なので，

h = idAh ⊆ ff ]h ⊆ fh]h ⊆ f idB = f .

以上より，f ⊆ hならば，f = h．

命題 3.2の２の証明を良く見ると，f の全域性と hの一価性を使っているこ

とがわかる．このことから，次の系が直ちに導かれる．
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系 3.3 全域的な関係 α : A ⇁ B と一価的な関係 β : A ⇁ B の間に α ⊆ β

という包含関係があれば，αと β は共に写像であり，α = β を満たす．

任意の関係は二つの写像を用いて表すことができる．このことを示してい

るのが次の命題である．

命題 3.4 関係 α : A ⇁ B に対して，写像 f : R → A，g : R → B で，α =
f ]g，ff ] ∩ gg] = idR を満たすものが存在する．

証明 R = α，((a, b), a′) ∈ f ⇐⇒ a = a′，((a, b), b′) ∈ g ⇐⇒ b = b′ とす

ると，f と gはそれぞれ写像であり，

(a, b) ∈ f ]g

⇐⇒ ∃(a′, b′) ∈ α.(a, (a′, b′)) ∈ f ]かつ ((a′, b′), b) ∈ g

⇐⇒ ∃(a′, b′) ∈ α.(a = a′かつ b′ = b)
⇐⇒ (a, b) ∈ α

なので，α = f ]gが示された．f, gの定義に注意すると，

((a, b), (a′, b′)) ∈ ff ] ∩ gg]

⇐⇒ ((a, b), (a′, b′)) ∈ ff ]かつ ((a, b), (a′, b′)) ∈ gg]

⇐⇒ a = a′かつ b = b′

⇐⇒ (a, b) = (a′, b′)
⇐⇒ ((a, b), (a′, b′)) ∈ idR

なので，ff ] ∩ gg] = idR である．

写像の概念と同様に，全射，単射，全単射といった概念についても合成関

係，逆関係，関係の間の包含関係を用いて表現することができる．

写像 f : A → B が

全射である ⇔ idB ⊆ f ]f，

単射である ⇔ ff ] ⊆ idA，

全単射である ⇔ idB ⊆ f ]f かつ ff ] ⊆ idA．

集合と写像の教科書には必ず書いてある次の性質は，上のような方法で全単

射を表現した場合，すぐに分かる．

命題 3.5 写像 f : A → B が逆写像を持つための必要十分条件は f が全単射

であるこである．

証明 f が逆写像を持つということは f ]が写像であることに他ならない．f が

全単射であるとき，f ] が写像であることを示す．まず，f が単射なので

(f ])]f ] = ff ] ⊆ idA
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が成り立ち，f ] の一価性が示される．全域性は，f が全射なので

idB ⊆ f ]f = f ](f ])]

となることよりわかる．逆に f ] が写像であるとき，f ] の一価性より

ff ] = (f ])]f ] ⊆ idA

なので f は単射であり，f ] の全域性より

idB ⊆ f ](f ])] = f ]f .

なので f は全射である．

f が全単射であるとき，f ]も全単射であることも，同じようにして示すこと

ができるが，ここでは詳細は省略する．

写像は一般に全射と単射の合成によって表現することができる．普通に考える

と，f : A → Bが与えられたとき，fによるAの像 f(A) = {b ∈ B | f(a) = b}
をとってきて，Aから f(A)への実質的には f と何らかわらない全射 f̂（つ

まり，f̂(a) def= f(a)によって定義される f̂）と f(A)からBへの包含写像 iを

考えると，この二つの写像の合成によって f = f̂ iと表現できる．

普通に考えた場合の一つの特徴は自由に集合の元を取り扱ったことである．

これから，できるだけ元を取り扱うことなく，上と同様のことをやってみる．

命題 3.6 写像 f : A → B に対して，m]m = f ]f を満たす単射m : X → B

が存在する．

証明 命題 3.4より，関係 f ]∇A1に対して，写像m : X → Bと g : X → 1で，
f ]∇A1 = m]g，mm] ∩ gg] = idX を満たすものが存在する．ここで，X から

1への写像は，∇X1のみしか存在しないことから，g = ∇X1である．従って，

mm] = mm] ∩∇XX = mm] ∩∇X1∇]
X1 = mm] ∩ gg] = idX

より，mは単射である．さらに，f ]∇A1 = m]∇X1 であることから，

f ]∇A1∇1A = m]∇X1∇1A かつ f ]∇A1∇1X = m]∇X1∇1X ,

すなわち，

f ]∇AA = m]∇XA かつ f ]∇AX = m]∇XX

である．従って，
f ]∇AAf = m]∇XAf

= m]∇XAf ]]

= m](f ]∇AX)]

= m](m]∇XX)]

= m]∇XXm
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が成り立つ．このことと，命題 2.10（デデキントの公式）を使うと，

f ]f = f ]f ∩ f ]∇AAf

= f ]f ∩m]∇XXm

⊆ idB ∩m]∇XXm

⊆ m](m ∩∇XXm)
= m]m

m]m ⊆ f ]f も同様に示すことができる．

この命題 3.6で与えられる単射 m : X → B が上で用いた包含写像 iに対応

し，X が f(A)に対応する．f̂ に対応する全射をどうやって構成するかを示

しているのが次の命題である．

命題 3.7 写像 f : A → Bと単射m : X → Bに対して，m]m = f ]f ならば，

f = gmとなるような全射 g : A → X が唯一つ存在する．

証明 関係 fm] : A ⇁ X は

idA = idAidA ⊆ ff ]ff ] = fm]mf ] = (fm])(fm])]

(fm])](fm]) = mf ]fm] = mm]mm] = idX idX = idX

であるので全射である．さらに，(fm])m = ff ]f が成り立つ．ここで，f の

全域性より f = idAf ⊆ ff ]f となり，一価性から ff ]f ⊆ f idA = f となる

ので，ff ]f = f を得る．よって，f = (fm])mである．よって，g = fm]と

おけば，g が f = gmとなるような全射であることが確認できた．最後に g

の一意性を示す．h : A → X が f = hmを満たす全射であるとすると，mが

単射であることから h = hidX = hmm] = fm] = g．

命題 3.7より，探していた f̂ に対応する全射は fm] であることがわかった．

定理 3.8 写像 f : A → B に対して，f = gmを満たす全射 g : A → X と単

射m : X → B が存在する．

4 所属関係

集合 Aから集合 B への二項関係を我々はしばしば Aから ℘(B)への関数
として取り扱う．このような取り扱いが可能であることを少し丁寧に考えて

みることにする．

定義 4.1 集合 Aの所属関係 3A : ℘(A) ⇁ Aとは，

3A
def= {(S, a) ∈ ℘(A)×A | a ∈ S}

で定義される関係である．
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補題 4.2 写像 f, g : A → ℘(B)に対して，f 3B= g 3B ならば f = g．

証明 任意の a ∈ Aに対して，f(a) = g(a)を示せばよい．

b ∈ f(a) ⇐⇒ ∃S ⊆ B.((a, S) ∈ f かつ b ∈ S)
⇐⇒ ∃S ⊆ B.((a, S) ∈ f かつ (S, b) ∈3B)
⇐⇒ (a, b) ∈ f 3B

⇐⇒ (a, b) ∈ g 3B

⇐⇒ ∃S ⊆ B.((a, S) ∈ gかつ (S, b) ∈3B)
⇐⇒ ∃S ⊆ B.((a, S) ∈ gかつ b ∈ S)
⇐⇒ b ∈ g(a) .

補題 4.3 関係 α : A ⇁ B に対して，写像 f : A → ℘(B)で α = f 3B を満

たすものが唯一つ存在する．

証明 写像 f : A → ℘(B)を

(a, S) ∈ f ⇐⇒ S = {b ∈ B | (a, b) ∈ α}

と定義する．任意の a ∈ Aに対して，そのような集合 S ⊆ B が唯一つ定ま

ることは明らかであろう．次に α = f 3B を示す．

(a, b) ∈ f 3B

⇐⇒ ∃S ∈ ℘(B).((a, S) ∈ f かつ (S, b) ∈3B)
⇐⇒ ∃S ∈ ℘(B).((a, S) ∈ f かつ b ∈ S)
⇐⇒ S = {b′ ∈ B | (a, b′) ∈ α}かつ b ∈ S

⇐⇒ (a, b) ∈ α .

f の一意性は補題 4.2より成り立つことがわかる．

逆に写像 f : A → ℘(B)に対しては，f 3B を考えるといつも Aから B への

関係を得る．従って，次の定理が成り立つ．

定理 4.4 Rel(A,B) ∼= Map(A,℘(B))

5 順序関係，同値関係

順序関係や同値関係は数学において頻繁に現れる二項関係の例である．こ

れらの定義を復習することにする．

定義 5.1 二項関係 ρ : A ⇁ Aは次の 3つの条件を満たすとき A上の順序関

係と呼ばれる．

反射律 ∀a ∈ A.((a, a) ∈ ρ)
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推移律 (a, b) ∈ ρかつ (b, c) ∈ ρ ⇒ (a, c) ∈ ρ

反対称律 (a, b) ∈ ρかつ (b, a) ∈ ρ ⇒ a = b

A上の順序関係 ρで，線形律 ∀a, b ∈ A.((a, b) ∈ ρまたは (b, a) ∈ ρ) を満た
すものを全（線形）順序関係と呼ぶ．

定義 5.2 反射律と推移律を満たす関係 ρ : A ⇁ Aで，対称律 (a, b) ∈ ρ ⇒
(b, a) ∈ ρ を満たすものを同値関係と呼ぶ．

上の定義に出てきた”律”は全てAの元を用いることなく表すことができる．

つまり，関係 ρ : A ⇁ Aが，

反射律を満たす ⇐⇒ idA ⊆ ρ，

推移律を満たす ⇐⇒ ρρ ⊆ ρ，

反対称律を満たす ⇐⇒ ρ ∩ ρ] ⊆ idA，

線形律を満たす ⇐⇒ ρ ∪ ρ] = ∇AA，

対称律を満たす ⇐⇒ ρ] ⊆ ρ．

以上より，A上の順序関係や同値関係は，Aの元を用いることなく次のよう

に表現できることがわかる．

ρが A上の順序関係 ⇐⇒ idA ⊆ ρかつρρ ⊆ ρかつρ ∩ ρ] ⊆ idA．

ρが A上の全順序関係

⇐⇒ idA ⊆ ρかつρρ ⊆ ρかつρ ∩ ρ] ⊆ idA かつ ρ ∪ ρ] = ∇AA．

ρが A上の同値関係 ⇐⇒ idA ⊆ ρかつρρ ⊆ ρかつρ] ⊆ ρ．

6 同値関係の性質

写像 f : A → B に対して，二項関係 {(x, y) ∈ A× A | f(x) = f(y)} を考
えると，

f(x) = f(y)
⇐⇒ ∃z ∈ B.((x, z) ∈ f かつ (y, z) ∈ f)
⇐⇒ ∃z ∈ B.((x, z) ∈ f かつ (z, y) ∈ f ])
⇐⇒ (x, y) ∈ ff ]

なので，ff ] に他ならない．この二項関係は同値関係の典型的な例で，f に

付随する同値関係と呼ばれるものであるが，本当にこれが同値関係になるこ

とを確かめるのは容易である．
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f の全域性から反射律 idA ⊆ ff ] は直ちに成り立つ．f の一価性から

(ff ])(ff ]) = f(f ]f)f ] ⊆ f idBf ] = ff ]

なので推移律が成り立ち，(ff ])] = f ]]f ] = ff ] より対称律が成り立つ．

以上により，写像から同値関係を構成する一つの方法が確認できた．逆に，

同値関係から写像を作る方法を示しているのが次の命題である．

命題 6.1 A 上の同値関係 ρ : A ⇁ A に対して ff ] = ρ となるような写像

f : A → Y が存在する．

証明 補題 4.3より，ρに対して，ρ = f 3A となるような写像 f : A → ℘(A)
が存在する．ρの反射律と f の一価性より

ff ] ⊆ ff ]ρ = ff ]f 3A⊆ f 3A= ρ

命題 3.4より，ρ = u]vを満たす写像 uと vが存在する．ここで，

uf 3A = uρ (f 3A= ρより)
⊆ vv]uρ (vの全域性より)
= vρ]ρ (u]v = ρより)
⊆ vρρ (ρの対称律より)
⊆ vρ (ρの推移律より)
= vf 3A (f 3A= ρより)

vf 3A = vρ (f 3A= ρより)
⊆ uu]vρ (uの全域性より)
= vρρ (u]v = ρより)
⊆ vρ (ρの推移律より)
= vf 3A (f 3A= ρより)

なので，uf 3A= vf 3Aが成り立ち，補題 4.2より，uf = vf を得る．従って，

ρ = u]v

⊆ ff ]u]vff ] (f の全域性より)
= ff ]u]uff ] (vf = uf より)
⊆ ff ]ff ] (uの一価性より)
⊆ ff ] (f の一価性より)

となる．以上より ρ = ff ] が成り立つ．

命題 6.1で与えられる写像 f : A → ℘(A) は任意の元 a ∈ Aに対して，aの

同値類を定めるような写像である．
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命題 6.2 同値関係 ρ : A ⇁ Aと，ρ = ff ] であるような写像 f : A → ℘(A)
に対して次が成り立つ．

1. a ∈ f(a)．

2. (a, b) ∈ ρ ⇐⇒ f(a) = f(b)．

3. f(a) 6= f(b) ⇒ f(a) ∩ f(b) = ∅．

証明 １．ρの反射律より

(a, a) ∈ ρ ⇐⇒ (a, a) ∈ f 3A

⇐⇒ ∃S ⊆ A.((a, S) ∈ f かつ (S, a) ∈3A)
⇐⇒ ∃S ⊆ A.((a, S) ∈ f かつ a ∈ S)
⇐⇒ a ∈ f(a)

２．この節の冒頭ですでに示した．

３．f(a) 6= f(b) ⇐⇒ (a, b) 6∈ ρであることが２よりわかる．f(a)∩ f(b) 6= ∅
と仮定すると，

∃c ∈ A.((a, c) ∈ f 3A かつ (b, c) ∈ f 3A)
⇐⇒ (a, b) ∈ (f 3A)(f 3A)]

ここで，

(f 3A)(f 3A)] = ρρ] ⊆ ρρ ⊆ ρ

なので，(a, b) ∈ ρとなる．これは f(a) 6= f(b)に矛盾する．

同値関係 ρ : A ⇁ Aに対して，AからAの ρによる商集合へ標準的全射と

呼ばれる自然な全射が存在することが知られている．この全射は，普遍代数

の世界では，非常に重要な役割を果たすので，ここで少しふれておく．

命題 6.3 A 上の同値関係 ρ : A ⇁ A に対して pp] = ρ となるような全射

p : A → Qが存在する．

証明 命題 6.1 より，ff ] = ρ を満たす写像 f : A → ℘(A) が存在する．定
理 3.8より，f : A → ℘(A)に対して，f = pmを満たす全射 p : A → Qと

単射 m : Q → B が存在する．m が単射であることに注意すると，ff ] =
(pm)(pm)] = pmm]p] = pp]．

命題 6.3で与えられる Qが Aの ρによる商集合に対応し，全射 p : A → Q

が標準的な全射である．
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7 おわりに

二項関係について基本的な定義と性質を紹介しました．順序関係について

は，よりテクニカルな準備が必要でしたので，今回は深入りしませんでした．

同値関係については，当たり前のよく知られている性質について，普段より

少しだけ丁寧に見ることができたのではないかと思います．

さて，少しは二項関係に親しみを感じて貰えたでしょうか？もし，もう少

し二項関係で遊んでみたいという方にお勧めなのは文献 [3]です．二項関係に
ついて，基本的な内容から計算機科学における応用まで幅広く紹介されてい

ます．

この講義で紹介した内容で，特徴的だったのは，ところどころで出てきた，

集合の元を用いずに表現し，この表現方法に基づき証明などの議論を進める

試みだと思います．このスタイルをとことんまで貫きたいという方には，文

献 [1]や文献 [2]がお勧めです．Allegoryと呼ばれる圏は，二項関係の性質を
上手に抽出して得られる圏ですが，これに関する理論が展開されています．

尚，この資料に書いてある内容は，私が修士 1年のときに九州大学の河原康
雄先生のご指導の下で勉強した内容のほんの一部です．河原先生の講義ノー

ト等を基に，関係の理論と圏論について，当時の研究室メンバーで分担して

冊子にまとめたものが，私の研究室にあります．コピーして差し上げますの

で，興味がありましたら連絡下さい．
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